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 המידהתורת  .1

 מבוא .1.1
 

אירוע הוא . ω נסמן כΩכל תוצאה אפשרית יחידה ב.  את מרחב כל התוצאות האפשריותΩנסמן ב
Aקבוצה של תוצאות תת ⊂ Ω .אם קיבלנו ω , אשר מקייםAω על פי .  התקייםA עהרי שהאירו, ∋

 טרמינולוגיה זאת  "או"איחוד של קבוצות משמעו ,  וגם"וחיתוך של קבוצות משמעו , המשלים של ".
 ".שלילה"קבוצה משמעו 

 
 קיימת פונקצית הסתברות ,( ) [ ],: 0 1f ω ∈Ω Ω  מכוון שההסברות מנורמלת .→ מתקיים ,

( ) 1f
ω

ω
∈Ω

=∑. 

 
}כלומר ,  האפשרייםם הוא אוסף של האירועיFנסמן ב }1,..., | ,n kA A k A= ∀ ⊆ ΩF. 

 

 שדה: 1  הגדרה

 Fנקרא שדה אם מתקיים : 
1 .∅ ∈F 
2 .CA A∈ ⇒ ∈F F 

3 ., AA B B∈ ⇒ ∩ ∈F F) ובצורה מורחבת :
1

{1,... },
n

k kk
k n A A

=
∀ = ∈ ⇒ ∩ ∈F F( 

 
 המשלים ,CA  \מוגדר כ, ACA = Ω   1(מ.  2(ומ) Ωאנו מקבלים ש) ∈F.כמו כן   בהסתמך על ,
Aמתקבל , )3(מורגן ועל חוקי דה B∪ ∈F. 

 

 שדה סיגמה:2  הגדרה

:  מתקיים בצורה הבאה3שדה הוא סיגמה שדה אם 
1

, k kk
k A A

∞

=
∀ ∈ ∈ ⇒ ∩ ∈¥ F F 



 

 

 

 פונקצית הסתברות: 3  הגדרה

] ית ההסתברותפונקצ ]0: ,1P →Fהיא פונקציה המקיימת את התכונות הבאות : 

1. ( ), 0A P A∀ ∈ ≥F 

2. ( ) 0P ∅ = 

3. ( ) 1P Ω = 

4. ( ) ( ) ( ), ,A B A B P A B P A P B∀ ∈ ∩ = ∅ ∪ = +F) מורחבת   בצורה אם ,

1 ,..., nA A ∈ Fכלומר ,  זרות, i ji j A A∀ ≠ ∩ = )אז , ∅ )
1 1

nn

i ii i
P A P A

=
=

 ∪ = 
 

∑( 

5. ( ) ( )1CP A P A= − 
 

 פונקציה אדטיבית וסיגמה אדטיבית: 4  הגדרה
nאם .  נקראת אדטיבית4פונקציה שמקיימת את  =  אז הפונקציה היא סיגמה אדטיבית, ∞

 דהבניה של מי .1.2
 

 מידה: 5  הגדרה
 קבוצה של מרחב נתוןשלילי לתתמידה היא פונקציה המתאימה מספר אי : לדוגמה.

[ ), , : 0,k kk A Aµ∀ ∈ → ∞F 
 :מידה צריכה לקיים

1 .( ) 0µ ∅ = 
 מידה היא סיגמה אדטיבית. 2
 

 חב הסתברויות מר:6  הגדרה

)מרחב הסתברות הוא השלשה  ), , PΩ F ,כשΩהוא קבוצת תוצאות אפשריות  ,F שדה מהסיג הוא

] וΩ מםאירועישל  ]0: ,1P →Fפונקצית ההסתברות היא .לאירוע  פונקציה שמקצה הסתברות 
 .מידה

 
nA A↗1כלומר ,  פונקציה עולהn nA A +⊆ 

nA A↘1כלומר ,  פונקציה יורדתn nA A+ ⊆ 
 

  מידת לבג:7  הגדרה

)תהי  )f xבעלת התכונות הבאות : 

1 .( )f x מונוטונית עולה )( ) ( )x y f x f y∀ ≥ ≥( 

2 .( )f x רציפה מימין )( ) ( )lim
u x

x f x f u
→

∀ ∈ =¡ 

3 .( )lim 0
x

f x
→−∞

= 

4 .( )lim 1
x

f x
→∞

= 



 

 

)נגדיר  ) ( ) ( ),a bF b F a P I− = 
 

 שבה ההסתברות לקטע היא אורך הקטע, היא פונקצית הסתברות' מידה לבג
 
 

)אם  )f xאז ,  גזירה( ) ( ),

b

a b a
P I f x dx= ∫ 

 אינטגרציה .1.3
 

 משתנה מקרי: 8  הגדרה

)נגדיר  ){ }1 ,..., :n
n ix x x= ∈¡  היא הסיגמה שדה , B, קבוצת בורל. ¡

 
f:משתנה מקרי הוא פונקציה  Ω →   שעבור כל קבוצת בורל כך¡ ,B   מתקיים,

( ) ( ){ }1 :f fω ω− = ∈Ω ∈ ∈B B F 
 

 :דוגמא
Ω = ¡  ,B=F  ) וכן )f x x=    כלשהוA חניק. ,A∈ B  ונציב ,

( ) ( )1 , ( ) ,f A fx A Ax x x− = =∀ ∈ ) ומכן ∋ )1f A A− =. 
 

 פונקציה אופיינית: 9  הגדרה

 indicator function(הפונקציה האופיינית  1 היא A∈Ωשל קבוצה ) :A Ω → :  כך ש¡

( ) 0
1

1A

A
A

ω
ω

ω
∉
∈


= 


. 

 
 :אינטגרלים

)המטרה להגדיר אינטגרל  )f x dp∫לכל פונקציה מדידה  f. 

)): A∈F( מדידות 1Aפונקציה אופיינית  .1 ) ( )1A dp P Aω =∫. 

 פונקציות פשוטות .2 :( ) ( )
1

1
i

k

i A
i

f x c ω
=

= iA: כך ש∑ ∈F  :  זרותiAוכן ,

( ) ( )1
1

k

i
i

f dp c P Aω
=

= ∑∫ 

פונקציה שכל  ( וחסומה)פונקציה שהתחום והטווח שלה הם מרחבים מדידים (פונקציה מדידה .3
lim: )ערכם המוחלט מקבוע כלשהוערכיה קטנים ב nn

fdp f dp
→∞

=∫ ∫ 

 
 :דוגמא

]' ניקח את מידת לבג ],P a b b a= ]נקבל את אינטגרל ריימן , − ],1 a b dp b a= −∫ 

 תפונקציוהתכנסות סדרות של  .1.4
 



 

 

 נקודתית/ בכל מקום התכנסות : 10  הגדרה

( ) ( )nf fω ω→  אם ) בכל מקום(נקודתית מתכנסת( ) ( ), lim
n nf fω ω ω

→∞
∀ ∈Ω →. 

] מעל nx  נתבונן על הפונקציה:דוגמא  מידת לבג (0,1[  )התפלגות אחידה בקטע', ]עבור , )0,1 ,

0nx 1xעבור , → = ,1nx →. 
 

 כמעט בכל מקוםהתכנסות : 11  הגדרה

( ) ( )nf fω ω→ מתכנסת כמעט בכל מקום אם קיימת קבוצה N ∈F  )שעבורה, ) 0P N =  שר א,

)מקיימת  ) ( ), lim
n nfN fω ω ω

→∞
∀ ∉ →. 

 

 התכנסות במידה: 12  הגדרה

( ) ( )nf fω ω→   במידה  בהסתברות( מתכנסת (  מתקיים אם

( ) ( )0, lim : 0nn
P f fω ω ω

→∞
 ∀ > − ≥ = ε ε. 

 

 נסן'ג שוויוןאי: 1  משפט

)אם  )xφהיא פונקציה קעורה   )וכן , )f ω וגם ( )( )fφ ωאינטגרביליות   אז ,

( )( ) ( )( )f dP f dPφ ω φ ω≥ ∫∫  

 מרחבי מכפלה .1.5
 

)בי הסתברות חנתונים שני מר )1 1 1, , PΩ Fו ( )2 2 2, , PΩ F.אנו מגדירים : 

1 .( ){ }1 2 1 2 1 1 2 2: ,,ω ω ω ω=Ω = Ω × Ω ∈ Ω ∈ Ω 

2 .{ }1 2 2 1 21 21: ,A AA A== × × ∈ ∈F F F F F 

3 .( ) ( ) ( )1 1 12 2 2P A P AA P A=× × 

 פיזור ותוחלת .1.6
 

 ממוצע/ תוחלת : 13  הגדרה

] :התוחלת או הממוצע של משתנה אקראי מוגדר כ ] [ ] ( )Px x x dpω= = ∫E E= 
 

 דומה  באופן ,   מיקרי  משתנה  של   בהסתxהממוצע  כPברות :  מוגדר
( ) ( ) ( )( )Pg x g x g x dpω= =       ∫E E , כאשרgמדידה . 

 
 התכנסות חלשה .2
 

 ¡ על הסתברות מידת αתהי  ,[ ]( ) [ ], 0,1a bα →   היא αהפונקציה האופיינית של ,

( ) itxt e dφ α= ∫. 



 

 

 : דוגמא

)י התפלגות רציפה עם צפיפות " נתונה עαאם  )f x)  למשל נורמאלית( )
2

21
2

x

f x e
π

−
=(  אז ,

( )d f x dxα = ,( ) ( ) itxt f x e dxφ
∞

−∞

= ∫. 

 

  של משתנה מקרימומנט: 14  הגדרה

k: י" מוגדר עxי של kהמומנט ה, k ומספר שלם xעבור משתנה מקרי 
km x =  E. 

 :המומנט הראשון
( )tφ = 

 

 משתנה ברנולי: 15  הגדרה
 משתנה בעל שני מצבים  1 ו0,  ואת pי " מסמנים ע1לקבלת  את ההסתברות .נקרא משתנה ברנולי,

 ).p-1ששווה ל (qי " מסמנים ע0ההסתברות לקבלת 
 

 :16  הגדרה

nα( באופן חלש α מתכנסת למידה ¡ מעל nαסידרת מידות  α→( , אם בכל קטע[ ],a b מתקיים 

{ } { }a bα α=       אז [ ] [ ]lim , ,nn
a b a bα α

→∞
→. 

 

 :17  הגדרה

 סדרת פונקציות התפלגות ,( )nF x  )מתכנסות לפונקצית התפלגות , )F xפן חלש באו   aאם לכל , כך ,

), a רציפה בf(x):ש ) ( )lim nn
F F aa

→∞
nF:כנסמן זאת . → F⇒. 

 

 קרמרלוי: 2  משפט

 α פונקצית התפלגות של המידה  Fתהי   nα פונקצית התפלגות של המידה nFו, .φ היא פונקציה 
 :אז התנאים הבאים שקולים, nα היא פונקציה אופיינית של nφו, αאופיינית של 

1. nα α⇒ 
2 .nF F⇒ 
3 .( ) ( ), lim nn

t t tφ φ
→∞

∀ → 

)לכל . 4 )g x חסומה ורציפה lim
n n gdgd xα

→∞
→∫ ∫ 

 
  תלוייםבלתיסכומים  .3
 

  תלוייםבלתי םאירועי: 18  הגדרה

A, םאירועישני  B ∈F תלויים אם בלתי נקראים [ ] [ ] [ ]P A B P A P B∩ = 

[ ] [ ] [ ]P A B P A P B∩ = − 



 

 

 

  תלוייםבלתימשתנים : 19  הגדרה
A, מתקיים B וA םהאירועיעבור  תלויים אם בלתי נקראים ,y וx ,שני משתנים אקראיים B ∈B וכן 

]מתקיים ] [ ] [ ],A y B A P y BP x P x=∈ ∈ ∈ ∈. 

[ ] [ ] [ ]P x P xA y B A P y B∈ ∩ ∈ ∈ × ∈= 
 

 :1  למה

,x yמשתנים בלתי תלויים  .z x y=  .xα משרה מידה xאם . +
 

 :למה
) בxנסמן את הפונקציה האופיינית של  )x tφ  ) בyשל , )y tφ ושל zב ( )z tφ .

( ) ( ) ( )z x yt t tφ φ φ×=. 
 

 :למה
x, אם y אז מתקיים,  תלוייםבלתי: 
1 .( ) ( ) [ ] ( )( )f x g y f x g y× = ×      E E E 

2 .[ ] [ ] [ ]x y x y+ = +E E E 

3 .[ ] [ ] [ ]Var x y Var x Var y+ = + 
 
 : צבישבשוויוןאי

[ ] 2

[ ]rxP Vx a xδ
δ

 − ≥ ≤E 

 

 )גרסה חלשה(חוק המספרים הגדולים  :3  משפט

,...,1אם  nx x בעלי ממוצע ,  תלויים זהיםבלתימספרים אקראיים ה[ ]ix m=Eו [ ] 2
iVar x σ= . נסמן

1

n

n i
i

S x
=

= nSמתקיים . ∑ m
n

  מתקייםε≤0לכל ,  כלומר.0 מתכנס באופן חלש להתפלגות המניות ב−

0lim n
n

mSP
n→∞

 
≥− = 

 
ε. 

 

 :2  למה
 α משתנה אקראי עם פונקציה אופיינית xיהי  Yאז הפונקציה האופיינית של , ax= היא 

( ) ( )itax
xe f x dx atφ=∫. 

 

 )גרסה חזקה(חוק המספרים הגדולים  :4  משפט



 

 

1,..., nx x תלויים זהיםבלתי מספרים אקראיים   נסמן .
1

n

n i
i

S x
=

= ∑  .( )nS
n

x− E מתכנס כמעט בכל 

lim כלומר, )mלפונקציה הקבועה  (mδמקום ל 1n

n

SP m
n→∞

=  =  
. 

 

 משפט הגבול המרכזי :5  משפט

,...,1תהי  nx x  תוחלת(ממוצע   בעלת, תלויים זהיםבלתימספרים אקראיים סדרת([ ]ix m= < ∞E 
]ושונות  ] 2

iVar x σ=. 

נסמן 
1

n

n i
i

S x
=

= nSהמשתנה . ∑
nσ

 שואף באופן חלש למשתנה הנורמאלי עם צפיפות 
2

21
2

x

e
π

−
. 

0mאם  )אז יתכנס להתפלגות הגיאוסיאנית , ≠ )2

22
1 exp

2
x m

σπσ

 



−


− 



. 

 משתנים אקראיים תלויים .4
 

 תוחלת מותנת: 20  הגדרה

F⊃0שדה  מעל סיגמהxהתוחלת המותנת של משתנה  Fהוא משתנה אקראי אחר   ,( )|Y x= E F 
 :המקיים

1 .Y ∈F) Y מדיד מעל F( 
2 .,

A A

A xdp Ydp∀ ∈ =∫ ∫F 

 :3  למה

( )|xE Fיחיד כמעט בכל מקום . 
 

]נסמן  ] ( )| |x Y x Yσ=   E E 

 ניקודיםמשפט ראדון: 6  משפט
 .מסוימיםקיום תחת תנאים 

 :תכונות
): תליניאריו .1 ) ( ) ( )| | |aX bY a X b Y+ = +E E EF F F 

): מונוטוניות .2 ) ( )| |X Y X Y≤ ⇒ ≤E EF F 
 נסן'ג, בישב' צשוויוןאי .3
4.   12אם 0⊂ ⊂F F F  ] אז ] [ ]2 21| | |X X  = E E EF F F  וכן ,

[ ] [ ]1 22| | |X X  = E E EF F F) הקטן ביותר הוא הקובע( 

5.    xאם  לפי  F מדיד ,  ,וכן ,Y XY X  < ∞   < ∞ ∈   E E F אז 

[ ] [ ]| |XY X Y=E EF F. 
 
 מרטינגלים .5
 



 

 

 פילטר: 21  הגדרה

,1נקראת פילטר אם , nFשדות סדרת סיגמה n nn +∀ ⊂F F 
 

 מתואמת לפילטר: 22  הגדרה

, אם nF נקראת מותאמת לפילטר nxסדרת משתנים  n nn x∀ ∈ F. 
 

 מרטינגל: 23  הגדרה

 : נקראת מרטינגל אם היא מקיימתnFהמותאמת לפילטר , nxסדרת משתנים 
1 .[ ], nx x∀ < ∞E 

2 .{ }1, |n n nn x x+∀ =E F 
 

 סופר מרטינגל: 24  הגדרה

 : נקראת סופר מרטינגל אם היא מקיימתnFהמותאמת לפילטר , nxסדרת משתנים 
1 .[ ], nx x∀ < ∞E 

2 .{ }1, |n n nn x x+∀ ≤E F 
 

 סאב מרטינגל: 25  הגדרה

 : נקראת סופר מרטינגל אם היא מקיימתnFהמותאמת לפילטר , nxסדרת משתנים 
1 .[ ], nx x∀ < ∞E 

2 .{ }1, |n n nn x x+∀ ≥E F 
 

 ניתנת לחיזוי: 26  הגדרה

nFסידרת משתנים .  היא פילטרnH 1 נקראת ניתנת לחיזוי אם,n n nH −∀ ∈ F 
 

 זמן עצירה: 27  הגדרה

}אם ,  נקרא זמן עצירהTמשתנה מיקרי  }, nn T n∀ = ∈ F. 
 

 :7  משפט

}אז , מרטינגל הוא סאבnx הוא זמן עצירה וTאם  }min ,T xxמרטינגל הוא סאב. 
 

 :8  משפט

0nxאם  .1  . כמעט בכל מקוםx מתכנס לגבי nxאז , ינגלמרט וסופר<
supמרטינגל  הוא סאבnxאם  .2 t

n
n

x < ∞ { }max ,0tY Y= אז nx מתכנס כמעט בכל מקום 

]ו ]x < ∞E. 



 

 

P הוא מרטינגל וnxאם  .3
nx  < ∞ E אז nx x→כמעט בכל מקום וב PL ,

0P
nx x − → E 

L) 1P'משפט על  .4 =.( 
 

 Doob: 9  משפט

nאז , מרטינגל סאבnxיהיה  n nx M A=  : כאשר+
1 .nM ו וnAהם מרטינגלים  
1n( עולה nAו. 2 nA A+  וניתן לחיזוי) ≤
3 .1 0A ≡ 
2nעבור כל . 4 ≥ ,nA 1 מדיד עלn−F 
 
 שרשראות מרקוב .6
 

 שרשרת מרקוב: 28  הגדרה

)יהיה  ),Ω Fמרחב מדידה  .nF פילטר מעל F . סידרת משתנים אקראייםnx נקראת שרשרת מרקוב 

]אם  ] [ ]1 1, | |n n nB P x B P x B x+ +∀ ∈ ∈ = ∈F F או לפי תוחלות [ ] [ ]1 1| |n n nx x x+ +=E EF 
 

 שרשרת מרקוב בדידה: 29  הגדרה

 דיסקרטית(שרשרת מרקוב בדידה  ,  עם קבוצת תוצאות בת מניה,nx ,היא סידרת משתנים אקראיים)
NΩ Ω או = < ]:כך ש, ∞ ]1 | n

n n ijP x j x i P+ = = =. 
 

 שרשרת מרקוב סטציונארית: 30  הגדרה

nשרשרת מרקוב בדידה היא סטציונארית אם 
ijP בזמןתלויהלא ( קבועה בזמן  .(

[ ]1 |n n ijP x j x i P+ = = = 
 

 :4  למה

 .מגדירות את כל תהליך מרקוב, Pומטריצת המעבר , Ωשהוא משתנה מקרי מעל , 0x, תנאי התחלה
 

  צעדיםmקפיצה של : 31  הגדרה

]:  צעדים מוגדרת באופן הבאmקפיצה של  ]( ) |m
ij n m nP P x j x i+= = = 

 .m בחזקת Pה של המטריצה  הוא למעשה העלאmPהרי , מציינת מטריצת מעבר Pהיות ו
 

 מצב נגיש: 32  הגדרה

jמצב  ∈ Ω נקרא נגיש ממצב i ∈ Ω אם , 0n
ijn P∃ >. 

 

 מצבים מתקשרים: 33  הגדרה



 

 

i,, שני מצבים j , נקראים מתקשרים אםi j→ו j i→ .נסמן זאת באופן הבא :i j↔. 
0mאם הם לא מתקשרים אז מתקיים 

ijP 0m או שמתקיים =
jiP =. 

 

 :5  למה
i j↔מתקיים  (רפלקסיבית) 1(כלומר מתקיים .  הינה יחס שקילותi i↔( ,)2 (סימטרית)  מתקיימים

,i j j i↔ i,מתקיים  (טרנזיטיבית) 3( ו)↔ j j k i k↔ ↔ ⇒ ↔(. 
 

 פריקהשרשרת אי: 34  הגדרה
 .פריקהשרשרת שבה יש מחלקת קשירות אחת נקראת אי

 

 זמן חזרה: 35  הגדרה

0nאם יש לנו 
iiP  .i נקרא זמן חזרה אפשרי של n אז <

 

 מחזור: 36  הגדרה

), iהמחזור של מצב  )d i ,הוא המחלק המשותף הגדול ביותר של כל זמני החזרה האפשריים. 
 

 :6  למה

) יש מחזור iאם ל )d i , אז קיים מספרnכך ש  :( ), 0nd i
iin n P∀ ≥ >. 

 

 מחזוריתשרשרת אי: 37  הגדרה
 .מחזוריתנקראת שרשרת אי, 1ת מרקוב שבה לכל המצבים מחזור שרשר

 

 חזרה ראשונה: 38  הגדרה

]נסמן : חזרה ראשונה ]1 2 1,...,n
ij n nf P x i x x x jj−= = ∧ ∧ =≠ 

 

 :7  למה

'ii iif P= ,0 0iif 1n ל=  מתקיים ≤
0

n
n n n k

ii ii ii
k

P f P −

=

= ∑ 

 

 פונקציה יוצרת: 39  הגדרה

1sעבור  ): פונקציה יוצרת מוגדרת באופן הבא, > )
0

n n
ij ij

n
P s P s

=

∞

= ∑ 

 

 :8  למה

)אם  ) k
kA s A s= ) ו∑ ) k

kB s B s= ) אז ∑ ) ( ) ( ) k
kC s A s B s C s= = ∑ 

0 1 1 0
0 0

...
k k

k k k k i k i k i k
i i

C A B A B A B A B A B− − −
= =

= + + + = −∑ ∑ 



 

 

 אבל: 9  למה

0kaאם  ka ו≤ < אז ) מתכנס( ∑∞
0 01

lim k
k ks k k

a s a a
∞ ∞

→
= =

= ≡∑ ∑ 

 

 :10  משפט

 הוא חוזר אם ורק אם iמצב 
1

n
ii

n
P

∞

=

∞=∑ 

i ( מתקשריםj וiאם  j↔( , אזi חוזר אם ורק אם jחוזר . 
 
 

 מידה סטציונארית: 40  הגדרה

היא הפתרון של המשוואות ) נייחת(מידה סטציונארית 
0

ijj i
i

Pπ π
∞

=

= mאם יש רק  .∑ < אז ,  מצבים∞

1

... ,

m

Pπ

π
π π

π

 
 = = 
 
 

. 

 

 :10  למה

,אז , π מתפלג 0xאם  nn x π∀ = 
 

 טציונארית הפיכהמידה ס: 41  הגדרה

iמידה סטציונארית נקראת הפיכה אם  ij j jiP Pπ π= 
 

 :42  הגדרה

[ ]xEמסמן תחולת על פני כל המסלולים שמתחילים ב x  .[ ]yE מסמן את התוחלת על פני כל 
0xתחלתית המצבים עם התפלגות ה y=. 

[ ] [ ]0|xP A P A x x= = 

[ ] [ ]0|yP A P A x y= = 
 

 :11  משפט

  מצב חוזרlיהיה  .{ }min 1| nxT n ≥= = l,הפעם הראשונה שמגיעים ל l  1πנסמן . =l .
1

1

, 1
n k

T

k x
n

k π
=

−

=

 ∀ ≠ =   
∑l E  .kπהוא מספר הביקורים הממוצע ב k בזמן [ ]0, 1T −  לכן מספר ,

]הביקורים הממוצע בזמן  ]0,T הוא 
j

j jk kPπ π=∑  .
0

1
j

j jPπ
∞

=

=∑ l. 

 

 מידה סטציונארית: 43  הגדרה



 

 

1,המקיימת , π, התפלגות סטציונארית היא מידה סטציונארית 0i iπ π= >∑. 
 

 התכנסות שרשראות מרקוב: 12  משפט

. ואי מחזורית) מחלקת קשירות אחת( פריקה בלתי, )כל המצבים חוזרים( שרשרת מרקוב חוזרת nxתהי 
i,אז לכל מצב ,  הסתברות סטציונאריתπתהי  j מתקיים lim jn j

n
iP π

→∞
= 

 

 :11  למה

} יהיו סדרות } 0k ka
=

∞  ,{ } 0k kb
=

  כך ש∞ :0,k ka b ≥  ,1 0a >  ,
0

1k
k

a
=

∞

kb ו∑= <  נסמן .∑∞

0, 0k kk a b∀ < = =   1(אז . }קיימת סידרה חסומה ) } 0k ku
=

 המקיימת את משוואת ההתחדשות ∞

0
0,

n

n n k k n
k

n u a u b−
=

∀ ≥ − =∑ ,)2 (lim
n→∞

0) 3( קיים וגם 

0

lim
k

k
nn

k
k

b
u

ka

=

∞

∞→∞

=

=
∑

∑
 

 
i( מצב מעבר i,  אוסף כל מצבי המעברTנסמן  T∈ .([ ]lim 0|

n onP x T x i
→∞

∈ == 

 

 שרשראות מחזוריות: 44  הגדרה

lim אז dעם מחזור ,  פריקהבלתי,  שרשרת מרקוב חוזרתnxתהי  nd
iin

i

dP
m→∞

=. 

 

 :13  משפט

0nאז ,  מצב מעברjיהי 
ijP →. 

kj j
k

k Pπ π= ∑ 

TPπ π= 
 

 משפט ההתחדשות: 14  משפט

}נתונות סדרות  } { },k ka b ,0: כך ש,, 1,k k
k k

k k aa bb ≥ = < ∞∑ ∑. 

{ }gcd | 0 1kk a > =. 
 

}נתונה סדרה חסומה  }ku המקיימת את משוואת ההתחדשות 
0

0,
n

n n k k n
k

n u a u b−
=

∀ ≥ −  אז ∑=

lim
k

k
nn

k
k

b
u

ka→∞
∃ =

∑
∑

 

 

 :12  למה



 

 

{ } { } { }, ,k k ka y x סדרות המקיימות lim 1 0, ,k k kk k
x c a a

→∞
= = ≥∑  }הסדרה , }ky מקיימת 

0

n

n n k k
k

y a x−
=

= lim אז ∑ nn
y c

→∞
= 

 

 :15  משפט

, פריודיתוא) מחלקת קשירות יחידה(בלתי פריקה , )כל המצבים חוזרים( שרשרת מרקוב חוזרת nxתהי 

1אז  1lim n
ii nn

ii i
n

P
nf m→∞

= =
∑

 

imזמן החזרה ל i= 
 

 :16  משפט

, פריודיתוא) מחלקת קשירות יחידה(בלתי פריקה , )כל המצבים חוזרים( שרשרת מרקוב חוזרת nxתהי 

1limאז  n
ijn

j

P
m→∞

= 

 

 חוזרת חיובית :45  הגדרה

,1שרשרת מרקוב נקראת חוזרת חיובית אם  0j
j

j u
m

 
∀ = >  

 
 

 

 :17  משפט

ju היא התפלגות סטציונארית אם nxהיא שרשרת מרקוב חוזרת חיובית   . פריודיתבלתי פריקה וא,

,, כלומר 1, 0j k kj j j
k j

u u P u u= = >∑ ∑ 

 

 :18  משפט

ju היא התפלגות סטציונארית אם nxנניח . פריודיתבלתי פריקה וא,  היא שרשרת מרקוב חוזרת חיובית

,שמתקיים  0, 1k k k
kk

ku uπ π = =≥ ∑∑ 

0 kj
k

k Pπ π= ∑ 

j k kj
k

u u P= ∑ 

 
,אז  jj uj π∀ = 

 
 הליכי פואסוןת .7
 

 תהליך פואסון: 46  הגדרה



 

 

 
]תהליך נקודתי אקראי מעל  )0,+ = }הוא סדרת משתנים אקראיים , ¡∞ }nT המקיימים בהסתברות 

 :אחת
1 .0 0T ≡ 
2 .10, k kk t t +∀ ≥ < 
3 .lim nn

T
→∞

= ∞ 

 

 זמן המתנה: 47  הגדרה

1nזמן המתנה  n nS t t −= − 
 

 תהליך ספירה: 48  הגדרה

] מעל תהליך ספירה של תהליך נקודתי )0,+ = ):  מוגדר באופן הבא¡∞ ]( ) [ ] ( ),
1

, 1 na b
n

N a b t
≥

= ∑ 

):  מוגדר באופן הבאt עד זמן םהאירועימספר  ) ( ]0,tN t N N t= = 
 

 תהליך ספירה נקודתי: 49  הגדרה

0λתהליך פואסון עם קצב  ), הוא תהליך ספירה נקודתי, ≤ )N t ,המקיים: 

) תלוייםבלתי .1 ]1 1, ,..., , ,k i ik t t N t t
≤

+∀ ∀ ∈ 

2. ( ) ( ), ~ b aN a b P λ −   , כלומר( ] ( ) ( )
,

!
b

m

a b a
P N a b m e

m
λ λ−−  

−  =  

 

 :13  למה
 תהליך פואסון הוא נקודתי

 

 :14  למה
 .הקפיצות של תהליך פואסון הם תהליך נקודות אקראי

 

 :19  משפט

1n, זמני המתנה n nS t t −= כלומר , x תלויים ומתפלגים אקספוננציאלית עם קצב בלתיהם , −

[ ] 1 t
nP S t eλ< = −. 

 
 שרשראות מרקוב רצופות בזמן .8
 

 :50  הגדרה

}היא משפחת משתנים מיקריים , sקבוצה ) מרחב(תהליך סטוכסטי מעל  }t tx כלומר לכל . E מעל ¡∋+

[ )0,t ∈ ∞ ,tx הוא משתנה מקרי sΩ =. 
 



 

 

 ההסתברות של התהליך מוגדרת בעזרת אוסף כל הווקטורים האקראיים הסופיים , כלומר.

1 2, 0 ... kk t t t∀ ∈ ∀ ≤ ≤ ≤  נתבונן בווקטור האקראי ¥≥

1

2

...

k

t

t

t

x

x

x

 
 
 
 
 
 
 

 . שנקרא ההתפלגות השולית

 

 תהליכים סטוכסטיים שווים: 51  הגדרה

1 אם ty שווה לתהליך txנאמר שתהליך סטוכסטי  2, 0 ... kk t t t∀ ∈ ∀ ≤ ≤ ≤  ההתפלגות של ¥≥

1

2

...

k

t

t

t

x

x

x

 
 
 
 
 
 
 

 שווה להתפלגות של 

1

2

...

k

t

t

t

y

y

y

 
 
 
 
 
 
 

. 

 

 תהליך הומוגני: 52  הגדרה

)אם  ) ( )|P x s t j x s i+ = =  לא תלוי ב s ,אז התהליך נקרא הומוגני. 
 

 :15  למה

1 .( )0P I=)  כלומר( )0ij ijP d=( 

2 .( ) ( ) ( )ij ik kj
k

P t s P t P s+ =  )Chapman-Kolmogrovמשוואת  (∑

 
( )P tנקראת אגודת מעבר  

 

 :53  הגדרה

 sדידה על מ( הסתברות התחלתית 0µנסמן   sמדידה על  (t הסתברות בזמן tµנסמן ).  הוא tµאם ).
)אז , וקטור עמודה )0

T T
t P tµ µ= , וכן( ) 0

T
t P tµ µ=. 

 

 תהליך מרקוב אחיד: 54  הגדרה

)י "ד הוא תהליך מרקוב הניתן עתהליך מרקוב אחי )t N tx x= , כאשר( )N tהוא תהליך פואסון ו nx 

). tx נקרא השלד של nx). בדידה(הוא שרשרת מרקוב  )N t נקרא השעון של tx. 
 

 :55  הגדרה

)חבורה למחצה  )P tנקראת רציפה ב t אם [ ] [ ]
0

lim
h

P t h P t
+→

+ =. 

 

 :20  משפט
 :הגבולות הבאים קיימים



 

 

1 .
[ ] [ )

0

1
0lim ,ii

i h

P h
q

h+→

−
∈= ∞ 

2 .
[ ] [ )

0

1
0,lim ij

ij h

P h
q

h+→

−
∈= ∞ 

3 .
[ ] [ ] ( )

0

0
lim ' 0
h

P h P
A Q P

h+→

−
= = = 

 
Q אופרטור אופייני( נקרא היוצר האופייני של התהליך( 
 

 משמר/ תהליך יציב ותהליך שומר:56  הגדרה

,אם  ii q∀ <  התהליך נקרא יציב, ∞
,אם  i ij

i j
i q q

≠

∀ =  משמר/התהליך נקרא  שומר, ∑

 

  ומשוואה אחורית של קולמגורובקדמיתמשוואה : 57  הגדרה
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P t h P t P t P h P t P h I P h P t P t P h I
P t P t

h h h h h
+ − − − − −

= = = =

 
 :נקבל, אם ניתן לקחת את הגבול

): משוואה אחורית ) ( )d P t QP t
dt

= 

): קדמיתמשוואה  ) ( )d P t P t Q
dt

= 

T
T TdP P Q

dt
= 

 

 :21  משפט
 .למשוואה האחורית של תהליך מרקוב יציב ומשומר קיים פתרון יחיד .1
)למשוואה הקדמית של תהליך מרקוב יציב ושומר  המקיים  .2 )ik k

k
P t q  . יש פתרון יחיד∑>∞

 

 :22  משפט

)וגם , האחורית מתקיימתאם המשוואה  )i i
i

q tµ < )אז , ∑∞ ) ( )T Td t t Q
dt

µ µ=. 

 

 התפלגות סטציונארית: 58  הגדרה

) המקיימת ,π ,היא התפלגות,  של תהליך,π ,התפלגות סטציונארית )T TP tπ π=  

0TQאו  π 0T או = Qπ = 
 

 תכונת מרקוב :59  הגדרה



 

 

0tנתון זמן  ):  באופן הבאtנגדיר את התהליך אחרי זמן . ≤ ){ } 0
x t

τ
τ

>
 זמן לפנינגדיר את התהליך . +

tבאופן הבא  :( )( ){ }
0

min ,x t
τ

τ
>

 

 

 :23  משפט
 תהליך מרכוב מקיים את תכונת מרקוב

  תלוייםבלתי הם tתהליכים לפני ואחרי  .1
  הם תהליך מרקובtתהליכים אחרי  .2
 

 זמן עצירה: 60  הגדרה

} אם tx נקרא זמן עצירה לתהליך τמשתנה מקרי  } ( )tt xτ σ≤ }: הגדרת הספר (.∋ } 0
tt xτ ≤ ∈( 

 

 תכונת מרקוב חזקה: 61  הגדרה

 tx זמן עצירה לתהליך τיהיה 
}: τהתהליך אחרי  } 0t tx τ+ ≥

 

): τהתהליך לפני  ){ }min , 0t t
x τ ≥

 

 . הוא תהליך מרקובτהתהליך אחרי .  תלוייםבלתיהתהליכים לפני ואחרי הם 
 

 :16  למה
 כל תהליך מרקוב מקיים את תכונת מרקוב החזקה

 

 שרשראות טמונות: 62  הגדרה

}נסמן את זמני המעבר . sעם קבוצת מצבים בת מניה ) שומר ויציב( תהליך מרקוב txיהי  } 0n nt
=

אם . ∞

,אז נסמן ) m(ם סופי מספר הזמני nn m t∀ > = ∆S, ∆יהי . ∞ ∉ .{ }S S∆ = ∪ ∆. 

) היא nxהשרשרת הטמונה ב )n n
n

x t t
x

otherwise
<

=
∆

∞



 

1nנסמן  n nt tτ −= }). נהזמן המת (− } 1n nτ
=

)ו) תכונת מרקוב חזקה( תלויים בלתי הם ∞ )~ exp inτ λ 
כאשר 

1nt
x i

−
=. 

iτ0 מתפלג אקספוננציאלית עם קצב שתלוי בxוכו '. 
 

אז קיימת שרשרת אחידה ,  תהליך מרקובtxיהי 
tt Nx Y=. 

 
 התנהגות אסימפטוטית

 
נניח 

tt Nx x=. 
 

תהליך מרקוב 
tNx פריק אם בלתי נקרא nx קבוצת קשירות אחת( שרשרת מרקוב בלתי פריקה(. 

 

 תהליך חוזר: 63  דרההג



 

 

0.  חוזרnxתהליך מרקוב נקרא חוזר אם  1, ji j x iP   = > ∃ = 
 

 מצב חוזר: 64  הגדרה

] נקרא חוזר חיובי עם iמצב  ]i iR < ∞E , כאשרiR הוא זמן חזרה 
1

mini jj
R x i

≥
= = 

 

 מידה סטציונארית: 65  הגדרה

u נקראת מידה סטציונארית אם ( ) , 0T Tu P t u u ≠= 
 

 :24  משפט
עד כדי מכפלה (נארית יחידה מתקיימת מידה סטציו,  פריק וחוזרבלתי שהוא Qלתהליך מרקוב עם יוצר 

 ).בקבוע

0

1
k

S i

R

i xu ds
=

=
 
 
  
∫E 

}: iזמן בריחה מ }
0

infi tt
iE x

≥
= ≠ 

}: iזמן חזרה ל }inf
i

i tt E
iR x

>
= = 

 
 יחידות
0Tuיודעים  Q = .( )Q k Iλ= −. 
 .nx מטריצת המעבר של kכאשר 

( )0 t tu Q u k Iλ= = − 
T Tu k u=. 

 
 עבור u גוררת יחידות של nx עבור uלכן יחידות של . ולהיפך, nx הוא מידה סטציונארית של u, כלומר

tx. 
 

 :25  משפט

iהמצבים בתהליך חוזר ופריק הם חוזרים וחיוביים אם ורק אם 
i

u < ∞∑  ואז ,
[ ]
1

i
i iR

π = E 

 ).התפלגות סטציונארית(
 

 ארגודי: 66  הגדרה
 .חוזר וחיובי נקרא ארגודי, תהליך מרקוב בלתי פריק

f: אם נתונה פונקציה :ואז S → )אז , ¡ ) ( )
0

1lim i

T

f i S
tf x dt f i

f
π

→∞
∈

= ∑∫. 

 

 :26  משפט

) תהליך ארגודי עם חבורת מעבר txאם  )P t בהתפלגות סטציונארית π , אז( )lim it jjP t π
→∞

=. 



 

 

 

 :67  הגדרה

i אם detailed balanceנאמר שתהליך מקיים  ij j jiq Pπ π= 
 
 תנועה בראונית .9
 

 .אנו בעיקר נעסוק בהגדרות, זהו נושא מאד גדול
 

 תנועה בראונית: 68  הגדרה

}, )BM(תנועה בראונית  } 0t tB
≥

 :הוא תהליך סטוכסטי המקיים, 
0לכל ,  תלוייםבלתיגידולים  .1 10 ... nt t t= < <  המשתנים  >

0 1 0 2 1 1
, , ,...,

n nt t t t t t tB B B B B B B
−

− −  . תלוייםבלתי הם −

2. ( ), 0, ~ 0,s t ss t B B N t−∀ ≥ − 
tt הפונקציה 1בהסתברות  .3 B→אם נגריל במקביל את כל המספרים , כלומר.  היא רציפה

 .t כפונקציה של tBנקבל פונקציה רציפה של , tB, האקראיים
 

 קולמגורוב: 27  משפט
סופי של ' ר מס הוא שכל ההתפלגויות השוליות שוות עבושוויוןכאשר , יחידה.  והיא יחידהBMקיימת 

 . תהליכים סטוכסטייםושוויון, זמנים סופיים
 

 הגדרה שניה, תנועה בראונית: 69  הגדרה

}, תנועה בראונית } 0t tB
≥

0(הוא תהליך סטוכסטי המקיים ,  0B =:( 
1 .tBתהליך שההתפלגויות השוליות שלו הן גאוסיאניות(יך גאוסיאני  הוא תהל .(

( )

( ) ( )
1 11

2

2

1... ~
2 det

n

t

n

t

x x
B

e
B

µ µ

π

−−− −

Σ

 
  ∑
 
 
 

. 

: covarianceעבור מטריצת 
i j i jij t t t tx x x xΣ = −E E E 

2 .0µ = ,( ) ( )min ,t sB B t s=E) מטריצת השונות( 
tt הפונקציה 1בהסתברות . 3 B→היא רציפה . 
 

 :28  משפט
 .t לא גזירים באף BM המסלולים של 1בהסתברות 

 

 רציפות לפי ליפשיץ: 70  הגדרה

)נקודה  )f x נקראת רציפה לפי ליפשיץ אם ( ) ( )0, ,k x y f x f y k x y∃ > ∀ − ≤ − 
 רציפה בכל נקודה> שיץ רציפה לפי ליפ
 ) מהנגזרת הכי גדולהkכי אפשר לחלץ את (רציפה לפי ליפשיץ > נגזרת חסומה 

 



 

 

 :29  משפט
 k ולכל xכלומר לכל (המסלולים של תנועה בראונית אינם רציפים ליפשיץ באף נקודה , 1בהסתברות 

 ). כך שהתנאי לא מתקייםyקיים 
 .x רציפה ליפשיץ בfאז , x גזירה בfהגיד שאם כלומר אפשר ל

 

 רציפה לפי הולדר: 71  הגדרה

)פונקציה  )f x 0 נקראת רציפה לפי הולדר עם פרמטר 1α≤  אם ≥

( ) ( )0, , ,c x y f x f y c x y α∃ > ∀ − ≤ − 
1α  יץ ליפש=
0α   חסומה=
0α   רציפה<

1 2 0α α>  2α גוררת רציפות 1α רציפות <
 

 :30  משפט

1תנועה בראונית אינה רציפה הולדר עם 
2α = 

 

 :31  משפט

1תנועה בראונית רציפה הולדר לכל 
2α < 

 

  אין סופייםםאירועי: 72  הגדרה

 infinity(וף פעמים סנסמן את קבוצת האירועים שקורים אין. םאירועי/  סידרת קבוצות nAתהי 
often ({ } { }| ,. ,. mm Ao MAi mω ω∀ ∃ > ∈= 

 

 קנטליבורל: 17  למה

( ) { }
1

. . 0n
n

P A P Ai o
=

∞

∞< ⇒ =  ∑ 

 

 :73  הגדרה

2 וסטיית תקן 0צע  תלויים המתפלגים גאוסיאנית עם ממובלתי משתנים אקראיים 2nנגדיר , nלכל  n− 
 : באופן הבא

)נסמן  )1,0 ~ 0,1U N 

}יהיו  } 2, 1 nm n m
v

< ≤
) תלויים עם התפלגות בלתי אוסף של משתנים אקראיים  )0,2 nN −. 

)נסמן  )1
, , 2 1, 12 m n m n m nU V U − ++ = 

( )1
2 , 1 , 1,2m n m n m nU U V+ −= − 

 

 תנועה בראונית כגבול של הולך אקראי: 74  הגדרה



 

 

}נסמן  } 1n nx
≥

] תלויים בלתי משתנים אקראיים  ] 1
21nP x = ± = ,

1

n

n k
k

S x
=

=  ¢הולך אקראי על . ∑

)נגדיר  ) 1n
t ntn

B S  
}כאשר , = } ( )s |upx nn f ork lo x∈ ≤= =   ¢ 
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( )n

tBכל ההתפלגויות השוליות מתכנסות באופן חלש.  מתכנס לתנועה בראונית. 
 

 :75  הגדרה
 תנועה בראונית כטור הרמוני אקראי

}יהיו  } 0,1,...k k
ξ

=
) תלויים ומתפלגים נורמאלית בלתי  )0,1N. 

1

2 1

0
1 2

sin2
n

n
t k

n k

kt
k

B t
π

ξ πξ
−

−

=

∞

=

= + ∑ ∑ 
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tBהיא תנועה בראונית  
0tB =E 

( )min ,t sB B t s=E 
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